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SUMARIO 
A finalidade deste trabalho ê apresentar a têcni-
ca da linearização equivalente assim como analisar tal aproxima-
çao na obtenção da resposta permanente de plataformas maritimas 
fixas, sob cargas ciclicas. 
A linearização e aplicada ã nao linearidade loca-
lizada proveniente da interação solo estrutura, de tal forma que 
o sistema dinâmico não linear ê substituido por um outro equiva-
lente linear. Por conseguinte, a resposta permanente da estrutu 
ra pode ser determinada atravês de uma anãlise dinâmica no dom1-
nio da frequência. 
A viabilidade da têcnica da linearização equiva-
lente ê investigada por meio de alguns exemplos numêricos de in-
teração solo estrutura nos quais, são apresentadas comparações en 




The purpose of this work is to present the equiv~ 
lent linearization technique as well as to analyse such approxi-
mation in arder to obtain the steady state response of fixed off 
shore platforms under cyclic loads. 
The linearization is applied to local non linear· 
ity arising from hysteretic soil structure interaction in such a 
manner that the non linear dynamic system is replaced by an equi~ 
alent linear one. Therefore the steady state response of the 
structure can be determined from a frequency domain analysis. 
The technique feasibility is investigated by means 
of some numerical soil structure interaction problems and campa! 
isons between the approximate solution and non linear time do-
main solution are presented. 
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I - INTRODUÇÃO 
A responsabilidade que recai sobre as pessoas pa~ 
ticipantes nas diversas fases do projeto e operação de platafor-
mas marTtimas ê considerãvel devido ao elevado Tndice de pericu-
1 osi dade que ocorre em serviços offshore, como tambêm, aos a 1-
tos custos envolvidos. Um ponto importante para o engenheiro de 
projeto estrutural ê a determinação adequada de modelos que re-
presentem corretamente o fenômeno fTsico, porêm, levando em con-
sideração as limitações da prãtica, isto ê, as simplificações que 
possam ser utilizadas para tornar possTvel e econômica a solução 
do problema sem comprometer a qualidade dos resultados. 
As plataformas fixas maritimas, de aço, do tipo 
"template", podem ser subdivididas em três corpos principais: 
a) a jaqueta, uma estrutura tubular que serve de guia para a cr~ 
vação das estacas e de contraventamento lateral das mesmas. 
b) o conves, onde se situam os equipamentos de operação. 
c) as estacas, que são cravadas no solo e que devem resistir aos 
esforços horizontais e verticais provenientes do convês e da 
jaqueta. 
O solo, que apresenta um complexo comportamento 
nao 1 inear, pode ser modelado numericamente com diversos nTveis 
de sofisticação. Geralmente, a interação solo-estrutura e repr~ 
sentada por meio de molas não-lineares e amortecedores. 
Em pequenas profundidades, as plataformas sao nor 
malmente bastante rigidas, sendo desprezTveis os efeitos dinâmi-
cos e tornando suficiente apenas uma anãlise estãtica. 
Neste caso, as ações devido is ondas podem ser 
2 
adequadamente representadas por açoes estáticas equivalentes e o 
comportamento não linear do solo pode ser considerado na análise 
sem onerar excessivamente os cálculos. 
Para maiores profundidades, entretanto, o período 
natural das plataformas aumenta e as forças de inêrcia podem se 
tornar significativas. Neste caso, serâ necessário efetuar uma 
análise dinâmica para considerar os efeitos inerciais e de amor-
tecimento. 
O comportamento dinâmico pode ser avaliado apli-
cando diversos procedimentos de anãlise. A escolha apropriada 
do mêtodo de anâlise dependerâ da natureza do problema especifi-
co, do tipo de resultado desejado, do recurso computacional dis-
ponível, etc. Os mêtodos de anãlise dinâmica podem ser subdivi-
didos em dois grupos principais, quanto ao domínio de integração 
das equações diferenciais do movimento: domínio no tempo e domí-
nio na frequência. 
No projeto estrutural de uma plataforma marítima 
pode se considerar duas situações distintas: 
a primeira, consiste na verificação dos esforços máximos que 
a estrutura pode suportar. Neste caso, previne-se a uma fa-
1 ha do sistema estrutural devido â aplicação de solicitações 
extremas. 
a segunda, consiste na verificação da vida Ütil da estrutura. 
Neste caso, procura-se evitar uma falha devido â fadiga do ma 
terial. 
A fadiga de um material ocorre devido ao dano acu 
mulada proveniente de cada flutuação de tensão ao longo do tempo. 
Desse modo, a análise de fadiga dependerá da história completa 
das tensões ao longo da vida Ütil de projeto, isto ê, se torna 
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necessãrio estudar o comportamento estrutural para diversas com-
binações de carregamentos, tanto de intensidade como de direções. 
Isto pode requerer um excessivo esforço com mêtodos de integra-
ção das equações diferenciais do movimento no domínio do tempo. 
Neste caso, e aconselhãvel trabalhar no domínio da frequência. 
Entretanto, a anãlise no domínio da frequência requer um compor-
tamento linear e, portanto, torna-se necessãrio o emprego de tê~ 
nica de linearização equivalente para todas as não - linearidades 
envolvidas no sistema estrutural considerado. t evidente, entr~ 
tanto, que a linearização equivalente serã apenas uma aproxima-
ção visto que os parâmetros não-lineares de rigidez e amorteci-
mento são funções do deslocamento. O sucesso do modelo linear 
equivalente, portanto, dependerâ do tipo do problema e do nível 
de não-linearidade presente. 
Vârios autores jã empregaram os procedimentos de 
linearização equivalente no tratamento dos sistemas não-lineares. 
Caughey 10 considerou sistemas histerêticos bi-lineares e Jen-
nings8 apresentou um estudo comparativo para sistemas elastoplã! 
ticos. Iwan 6 generalizou o conceito de linearização equivalente 
para sistemas não-lineares com múltiplos graus de liberdade. 
O presente trabalho visa apresentar o conceito da 
têcnica da linearização equivalente e analisar a sua aplicabili-
dade no tratamento da não linearidade envolvida na interação so-
lo-estrutura de plataformas fixas marítimas, do tipo template,p~ 
ra fins de anãlise dinâmica no domínio da frequência. 
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II - EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DO MOVIMENTO -
DA FREQUÊNCIA 
2,1 - INTRODUÇAO 
I 
SOLUÇÃO NO DOMINIO DA 
Neste capitulo serã apresentado o desenvolvimento 
das equaçoes diferenciais do movimento, em forma matricial, uti-
lizando o principio dos trabalhos virtuais e o mêtodo dos elemen 
tos finitos como ferramenta de discretização do meio continuo. 
A seguir, serão abordados o mêtodo da resposta em 
frequência e a têcnica da superposição modal para solução das 
equaçoes diferenciais obtidas. 
Serão abordados ainda alguns tõpicos a respeito 
do amortecimento. 
2,2 - INSTITUIÇAO DAS EQUAÇOES DIFERENCIAIS DO MOVIMENTO 
A formulação das equações diferenciais do movimen 
to sera efetuada utilizando o principio dos trabalhos virtuais e 
o mêtodo dos elementos finitos como ferramenta de discretização 
do meio continuo. 
Seja um corpo deformãvel em equilíbrio dinâmico. 
Se em um determinado instante, se considerar deslocamentos vir-
tuais a partir da posição de equilibrio, o principio dos traba-
lhos virtuais afirma que a soma dos trabalhos virtuais das for 
ças externas ê igual ao trabalho interno do campo de tensões so-
bre o campo de deformações especificas virtuais. Esse princípio 







f V dv + 
J 
out fs ds + J 
out fa dv + J 
out f. dv + - - - -1 
s V V 
,: ou. P· = J 
o E: t (J dv (2.2.l) 
1 l -
V 
- o termo a esquerda representa o trabalho virtual externo 
e o termo a direita o trabalho virtual interno. 
- S representa a superfície do corpo 
- V o volume do corpo 
- u o vetor deslocamento 
- f -V 
- f -5 
- f -a 
- f· -1 , 
o vetor das forças de campo 
o vetor das forças de superfície 
o vetor das forças de amortecimento 
dem f 
. 
ser expressas por = - µ u , -a -
tecimento especifico 
o vetor das forças de inêrcia e que 
de D'Alembert são dadas por 
a massa especifica 
f ~ = -
-1 




µ o amor 
principio 
onde p e 
- p. 
l 
forças concentradas na direção de deslocamentos u. 
l 
- E: o vetor deformação especifica 
- cr , o vetor tensão 
- o símbolo o indica o carãter virtual do deslocamento e 
deformações (ou e o_E:) . Os deslocamentos virtuais sao 
infinitesimais e arbitrãrios mas devem satisfazer as con 
dições de contorno do corpo. 
Para aplicar o método dos elementos finitos, su-
poe-se que o corpo seja dividido em um numero de regiões denomi-
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nados elementos finitos ou, simplesmente elementos. 
Define-se um número de pontos em cada elemento de 
nominados nos. As variâveis que atuam em cada ponto do elemento 
podem então ser expressas em termos de parâmetros nodais de fun-
ções de interpolação. Coloca-se portanto os deslocamentos e de-
formações espec1ficas em função de deslocamentos nodais, através 


















deslocamentos nodais do elemento e 
deformação de um ponto do elemento e 
de interpolação, função das coordenadas do 
relação deformação-deslocamento nodais 
do elemento e , função das coordenadas 
para 
do 
Aplica-se então o princípio dos trabalhos virtuais 
a cada elemento e, de modo que se obtem: 
t 
cf Nt J 
NT 
J 
Nt E oUe f V dv + f ds - N dv •e µe u -




( J !l t N dv 
.. e 
+ p ) E o]Je .Q !l dv l() (2.2.4) Pe u = -e Ne ve ve 
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onde: 
E representa o somatõrio extendido a todos os elementos 
Ne 
Ve o volume do elemento e 
Se a superficie do elemento e 
D a matriz das relações constitutivas 
Pe a massa especifica do elemento e 
µe o amortecimento especifico do elemento e 
Como as variações oUe sao arbitrãrias, resulta o 
seguinte sistema matricial de equações diferenciais de movimento 
do corpo, cujo dominio foi discretizado pelo metodo dos elemen-
tos finitos: 
. 
M U + C U + K U = F (2.2.5} 
onde: 
ds + p_ ) 
e 
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U = vetor deslocamentos nodais da malha de elementos em que 
foi dividido o corpo 
Pelo estudo da equaçao (2.2.5) pode-se observar 
que o primeiro passo, na anilise dinãmica de uma estrutura pelo 
método dos elementos finitos, consiste na divisão do contínuo em 
uma malha apropriada de elementos, definindo os pontos nodais e 
os deslocamentos que representam os graus de liberdade da mesma. 
Para assegurar a convergência dos resultados a se 
rem obtidos em uma solução analitica, as funções de interpolação 
devem satisfazer determinados critérios de continuidade e compl~ 
tidade 2 • A observãncia destes critérios garantem a convergência 
quando o tamanho dos elementos tende a zero devido as sucessivas 
subdivisões da malha. 
2,3 - MÉTODOS DE SOLUÇAO 
Basicamente, as equaçoes diferenciais de movimen-
to podem ser resolvidas por dois métodos bisicos: 
1 - metodo de integração passo a passo das equaçoes no domínio 
do tempo. 
2 - metodo de solução das equaçoes no domínio da frequência. 
O método de integração passo a passo no domínio 
do tempo e de aplicação bastante geral, tanto no que se refere 
as características da estrutura como para o tipo de carregamento. 
Em certos casos de comportamento fortemente não linear ele pode-
ra se constituir na Ünica alternativa de solução. Porem, um in-
conveniente desse método é a necessidade de efetuar uma integra-
çao passo a passo ao longo do tempo com utilização de um interva 
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lo de tempo de integração relativamente pequeno para obter con-
vergência e precisão desejada. Consequentemente, o esforço com-
putacional pode se tornar considerãvel nos transientes de longa 
duração. 
Quando a excitação for de natureza periõdica, o 
mêtodo de solução no domfnio da frequência aparece como uma al 
ternativa bastante atrativa. Este mêtodo permite obter direta-
mente a resposta permanente de uma estrutura sob a açao de uma 
carga periõdica. Entretanto, para a sua aplicação e necessãrio 
que o sistema de equaçoes seja linear. 
Na anãlise estrutural de plataformas offshore fi-
xas, a maior parte da não linearidade fica geralmente restrita ap~ 
nas a uma pequena camada do solo perto do leito marinho enquanto que a 
maior parte do sistema permanece com comportamento linear. Em ou 
tras palavras, significa que, geralmente, a anãlise da interação 
solo-estrutura de plataformas fixas de petrõleo se apresenta 
como um problema de não-linearidade ffsica localizada. Neste ca 
so, e razoãvel esperar que se possa obter bons resultados com em 
prego de têcni cas de linearização. Uma vez, linearizado o pro-
blema, pode-se então, fazer uso do mêtodo da resposta em fre quê!!_ 
c ia. 
Em ambos os mêtodos descritos anteriormente, pode 
ser eficiente a aplicação conjunta da técnica da superposição m~ 
dal a fim de se reduzir o esforço de solução das equaçoes. Esta 
têcnica consiste basicamente em uma transformação de coordenadas, 
utilizando para tal uma matriz de transformação obtida da anãli-
se dos modos livres de vibração da estrutura, sem amortecimento. 
Quando nao e aplicado a têcnica da superposição modal a solução ê 
obtida diretamente do sistema de equações diferenciais do movi-
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menta sem efetuar nenhuma transformação prêvia de coordenadas. 
2.4 - VIBRAÇOES LIVRES - MÉTODO DE ITERAÇAO POR SUB-ESPAÇO 
Como foi anteriormente mencionado, para se utili-
zar a têcnica de superposição modal se torna necessãrio resolver 
o problema de vibrações livres, sem amortecimento. 
As vibrações livres são os movimentos vibratõrios 
do sistema estrutural sem a aplicação de forças externas e que 
são oriundos de condições iniciais em termos de deslocamentos e 
velocidades. 
As equaçoes de movimento para o problema de vibr~ 
çoes livres, sem amortecimento, podem ser obtidas da equação 
(2.2.5), fazendo-se F = O e e = o 
M Ü + K U = O (2.4.l) 
Para esse tipo de sistema de equaçoes diferen-
ciais pode se propor soluções do tipo: 
U = p (cos wt + e) {2.4.2) 
onde w representa uma frequência natural de oscilação, p um vetor 
formado pelas amplitudes mãximas dos deslocamentos e e um ângulo ae fase. 
Substituindo {2.4.2) em (2.4.l) obtemos: 
{2.4.3) 
Esta equação representa um problema de autovalor 
l l 
e a sua solução fornecerã n pares (w~, cj,.). 
1 -1 
Os vetores cj,. 
-1 
sao chamados de autovetores e os termos w? 
1 
de autovalores. 
Pode-se mostrar que para matriz de massa e de ri-
gidez reais, simêtricas e positivo definidas os autovalores sao 
todos reais e positivos. Observa-se tambêm, na equação (2.4.3), 
que um autovetor estã definido a menos de um múltiplo de si mes-
mo. Entretanto, como serã visto no item seguinte, ê conveniente 
que os autovetores sejam normalizados em relação a matriz de mas 
sa, ou seja, que satisfaçam a seguinte relação: 
(2.4.4) 
Contudo, deve-se observar que os autovetores ain-
da permanecem definidos a menos de um multiplicador igual a -1. 
Uma propriedade importante dos autovetores e a or 
togonalidade dos mesmos em relação ã matriz de massa e ã matriz 
de rigidez, demonstrado a seguir. 
Os n autovetores cj,. 
-1 
podem ser reunidos na ma-
triz modal w e os correspondentes autovalores 
diagonal ~, resultando: 














As n equaçoes (2.4.3) podem ser escritas como 
K <P = M <P A (2.4.7) 
Pré-multiplicando ambos os lados de (2.4.7), por 
<Pt obtemos: 
Como K e M sao simétricas, então 
tambêm sao simêtricas. Pela anãlise 
observa-se que @t M@ A sã serã simétrica se 
da equação 





matriz diagonal. Em consequência <Pt K <P tambêm e diagonal . 
Portanto, se os autovetores forem ainda normalizados em relação 
ã matriz de massa, as seguintes relações poderão ser escritas: 
(2.4.9) 
(2.4.10) 
onde I e a matriz identidade. 
Em consequência da ortogonalidade, os autovetores 
sao linearmente independentes e podem constituir uma base no es-
paço vetorial de definição de K e M. Esta importante pro-
priedade é o fundamento principal utilizado na técnica da super-
posição modal. 
Para a determinação das frequências naturais e dos 
modos de vibração de estruturas que ocorrem na prãtica foi neces 
sãrio o desenvolvimento de métodos eficientes para tal. O pre-
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sente trabalho adota o mêtodo de iteração por sub-espaços, que 
foi desenvolvido por Bathe 2 e que e um dos mêtodos mais eficien-
tes para operar em sistemas com grande numero de equações. 
O mêtodo de iteração por sub-espaços utiliza a ite 
raçao inversa simultânea associada ao mêtodo de Rayleigh-Ritz 2 
iniciando o ciclo iterativo a partir de um conjunto de "p'' vet~ 
res de partida convenientemente gerados ou jã disponíveis de ana 
lises anteriores. 
A ideia fundamental do método de iteração por su~ 
espaço consiste no fato de que os autovetores formam uma base M-
ortogonal do subespaço de dimensão "p" dos operadores ~ e t:1, 
denominado E 
00 
Cada ciclo iterativo da solução com os "p" ve 
tores de iteração pode ser pensado como a iteração do subespaço 
gerado pelos mesmos. 
No início do ciclo iterativo os vetores expandem 
o subespaço E1 . A iteração deverã continuar atê E1 convergir 
para E 
00 
Portanto, o mêtodo procura obter a convergência do 
subespaço e não a convergência individual de cada vetor de itera 
çao para o seu correspondente autovetor. 
O mêtodo de iteração por subespaço inclui, conse-
quentemente, as etapas a seguir. 
Inicialmente, define-se a matriz ~l dos vetores 
de partida. A seguir, a cada ciclo iterativo passa-se do subes-
paço Ek para o subespaço Ek+l , k = 1, 2, ... , 
uma iteração inversa simultânea: 
-




A pesquisa da convergência do subespaço 
feita com o auxilio do método de Rayleigh-Ritz 2 , Para isto, pro-
jeta-se inicialmente os operadores K e M no subespaço Ek+l: 
~k+ 1 
-t -




= ~k+l M ~k+l 
(2.4.13) 
A seguir, resolve-se o problema de autovalor, as-
sociado aos operadores projetados: 
~k+l gk+l = ~k+l gk+l ~k+l (2.4.14) 
Finalmente determina-se a "melhor" base no subes-
paço Ek+l (a base mais prõxima possivel da base dos autoveto-
res) : 
-
~k+l = ~k+l gk+l (2.4.15) 
O ciclo iterativo e repetido atê obter-se a con-
vergênci a: 
~k + 1 + A , ~ k + l + <!> , k = 1 , 2 , 3, ... (2.4.16) 
A convergência serã alcançada quando k + 00 , de~ 
de que os vetores de ~l nao sejam ortogonais aos autovetores 
requeridos em <!> 
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2.5 - A TÉCNICA DA SUPERPOSIÇAO MODAL 
A técnica de superposição modal consiste em efe-
tuar uma transformação de coordenadas na equaçao (2.2.5) com o 
propõsito de reduzir o esforço de solução. 
Como serã visto logo a seguir, e conveniente que 
a transformação seja efetuada através da matriz dos autovetores 
obtida do problema de vibrações livres, visto anteriormente. Se 
ja então a transformação: 
U = <P X (2.5.1) 
Substituindo (2.5. 1) em (2.2.5) e pré-multiplica~ 
do ambos os lados por 2t , obtemos: 
(2.5.2) 
Assume-se a hipõtese de que a matriz C seja or-
togonal aos autovetores: 
onde 13 . 
1 







i = j 
i t j 
(2.5.3) 
é chamado de fração de amortecimento crítico associado 
ao modo i . Os termos 2 wi 13i podem ser reunidos na matriz 
diagonal e, resultando: 
16 
e = (2.5.4) 
Utilizando as propriedades (2.4.9) e (2.4.10) dos 
autovetores, obtem-se o seguinte sistema de equações: 
X+ 6 i + A X= !t F (2.5.5) 
Pode-se observar que este sistema de equaçoes e 
desacoplado e desse modo verifica-se a conveniência de se utili-
zar uma transformação modal. 




~ contêm os p primeiros modos -p 
~s contêm os (n-p) modos restantes 
Então, o vetor deslocamento passa a ser represen-
tado por: 
u = (2.5.7) 
Se na transformação de coordenadas utilizar-se 
l 7 
apenas os p primeiros modos, ou seja, assumir u = <P X -p -p 
então o sistema fica reduzido a p equações desacopladas: 
x + e x + A x -p -p -p -p -p = <Pt F -P (2.5.8) 
-Pela anâlise anterior, ve-se que o método de su-
perposição modal torna-se particularmente eficiente, quando a 
resposta puder ser satisfatoriamente representada com o uso de 
poucos modos de vibração (p << n) pois neste caso bastarâ so-
mente a obtenção dos primeiros autovalores e autovetores do sis-
tema de equaçoes, o que representa uma sensível economia de es-
forço computacional. 
Felizmente, esse e o caso mais frequente na anâli 
se de estrutura de plataformas fixas. Neste tipo de problema, a 
principal fonte, que são as ondas do mar, excita normalmente ap~ 
nas os primeiros modos de vibração. 
Dependendo da natureza do problema poderâ ocorrer 
que o numero de modos necessârios para representar o comportame~ 
to estrutural do problema se torne muito elevado, diminuindo as-
sim a vantagem do método de superposição modal. 
Neste caso, ao invés de se aumentar demasiadamen-
te o numero de modos pode-se recorrer ã técnica de correçao estâ 
tica dos modos superiores que serâ explicada a seguir. 
As cargas atuantes em uma estrutura de pl ata for-
ma fixa sao resistidas por forças elãsticas, forças de amorteci-
mento e forças de inercia. Quando as forças de amortecimento e 
as forças de inercia são desprezíveis face ãs forças elãsticas 
pode-se efetuar apenas uma anãlise estãtica da estrutura. Na ana 
lise dinâmica, as forças de inercia e de amortecimento podem ser 
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significativas apenas para os modos inferiores e neste caso, a 
parcela de carga dos modos superiores ê resistida preponderante-
mente pelas forças elãsticas. E'. razoãvel, então, fazer-se apenas 
uma anãlise estãtica para a parcela de carga dos modos superio-
res. Baseada na aproximação acima, pode-se efetuar uma correçao 
dos modos superiores, embora apenas os primeiros modos tenham si 
do calculados. Esta ê a ideia bãsica da aplicação da correçao 
estãtica, que foi introduzida por Maddox18 em 1974 e discutida po~ 
teriormente por Hansteen e Bell17 e por Clough e Wilsonl9 
O deslocamento total U serã dado por: 
u = u + u -p -s (2.5.9) 
onde: 
U representa o deslocamento obtido da anãlise dinâmica 
-p 
com os p primeiros modos 
U representa o deslocamento corretivo que sera obtido 
-s 
atravês da correção estãtica dos modos superiores 
O vetor de carga, em coordenadas modais e dado 
por: 
R = <!> t F (2.5.10) 
Prê-multiplicando esta por (~t)-l, obtem-se: 




Substituindo (2.5.12) em (2.5.11), chega-se a: 
F = M 1> R (2.5.13) 
Utilizando-se apenas os p primeiros modos, ove 
tor de carga serã dado por: 
dal e dada por: 
F = M 1> R = M 1> 1>t F -p - -p -p - -p -p - (2.5.14) 
A parcela de carga nao considerada na anãlise mo-
(2.5.15) 
Portanto, fs pode ser expresso apenas em função 
dos primeiros autovetores: 
fs = F - M 1> 1>t F - -p -p (2.5.16) 
Ao se fazer uma anãlise estãtica da estrutura pa-
ra esta parcela de carga desprezada, obtem-se a correção deseja-
da: 
(2.5.17) 
O mêtodo da correçao estãtica se torna partícula~ 
mente importante no caso de cãlculo dos esforços nos elementos 
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visto que a convergência destes e mais lenta que a dos desloca-
mentos. 
2.6 - MÉTODO DA RESPOSTA EM FREQUENCIA 
Para o caso de solicitações periõdicas, pode-se 
obter diretamente a resposta permanente atravês do mêtodo da res 
posta em frequência. Este mêtodo se baseia no fato de que os sis 
temas lineares tem a propriedade de, ao serem solicitados por uma 
solicitação harmônica de frequência íl , produzirem um movimento 
harmônico de mesma frequência. 
Seja o vetor de forças de excitação dado pela pa~ 
te real de i ílt ~(t) = ~o e , sendo F um vetor de amplitudes -o 
complexas. Então a resposta da estrutura para 
de ser representada pela parte real de ~(t) = 
essa excitação p~ 
U e i ílt onde U 
-o -o 
ê tambem um vetor de amplitudes complexas. Substituindo-se ~(t) 
em (2.2.5) obtem-se a seguinte equação: 







H = [- íl 2 M + i íl C + 15] - l 
Utilizando a técnica de superposição modal, com a 
transformação de coordenadas U =~X , obtem-se o seguinte con~ 
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junto de equaçoes desacopladas: 
[- íl 2 I + iíl e + A] X = <tt F 




~o = [ - íl2 I + i íl e + A] - l 
O vetor ~o e obtido através de 
~o= <t ~o 
2.7 - O PROBLEMA DO AMORTECIMENTO 
A formulação da matriz de amortecimento apresent~ 
do na equaçao (2.2.5) depende do amortecimento específico µ, a~ 
sociado a cada elemento. Porêm esse parãmetro e muito difícil 
ou mesmo impossível de ser avaliado, visto que o amortecimento 
atuante em uma estrutura real ê resultado de uma sêrie de dife-
rentes e complexos mecanismos de perda de energia. Consequente-
mente, o amortecimento ê geralmente expresso de forma global pa-
ra toda a estrutura sendo expresso localmente apenas nas regiões 
do sistema estrutural onde possa ser avaliado. 
Existem dois tipos bisicos de amortecimento: o 
viscoso e o histerêtico. O amortecimento viscoso depende da ve-
locidade do movimento ou da deformação, sendo função da frequên-
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eia desse movimento do sistema. O amortecimento histerético en-
volve as perdas de energia dependentes apenas da magnitude do 
deslocamento ou deformação. 
Em geral, o amortecimento em plàtaformas mariti-
mas tem sido levado em conta, de maneira global, através do amor 
tecimento viscoso expresso em percentagens de amortecimento cri-
tico correspondente a cada modo de vibração e sendo estes valo-
res obtidos através de comparação com estruturas semelhantes de 
modelos experimentais ou de recomendações de normas. No caso de 
se usar o método direto de integração das equações diferenciais, 
a matriz C pode ser obtida a partir das percentagens de amor-
tecimento critico através do denominado amortecimento de Ray-
leigh14. Entretanto, a adoção de um certo tipo de amortecimen-
to global a toda a estrutura pode ser questionãvel no caso de es 
truturas offshore, onde se tem dois meios com propriedades de 
amortecimento bem distintas: o solo marinho e o mar. Neste ca-
so o amortecimento atuante na estrutura deve rã ser obtido a pa~ 
tir das contribuições locais atribuídas a cada elemento estrutu-
ral. O carãter localizado de amortecimento pode ser considerado 
na anãlise dinâmica de duas maneiras distintas de acordo com o 
tipo de método utilizado para a integração das equaçoes diferen-
ciais do movimento: pode-se utilizar o amortecimento de Rayleigh 
quando for empregado o método de integração direta, ou o amorte-
cimento modal ponderado quando for empregado o método modal. Nes 
te trabalho, particularmente, é utilizado o ultimo método. 
O amortecimento modal ponderado, descrito por 
Rosset 24 , é uma técnica que permite obter as frações modais de 
amortecimento critico S; quando sao conhecidas as frações lo 
cais de amortecimento critico Sj de elementos j e Sk de mo 
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las discretas k . O metodo consiste em fazer uma media ponderi 
da das frações lo cais de amortecimento crítico, distribuindo-as 
para as frações modais, tomando um critério de ponderação basea-
do em energia de deformação, apresentado a seguir. 
Seja um sistema estrutural, sem amortecimento, e 
sem a açao de cargas externas, vibrando de acordo com o modo es-
trutural i . Então, se e o vetor deslocamento associado 
ao modo i e K é a matriz de rigidez global da estrutura, a 
mixima energia de deformação do sistema, para esse modo de vi-
brar, seri dada por: 
<P . • 
-lJ 
e a 




porçao do vetor <P . 
-1 
que envolve nos deste, a 
mixima energia de deformação do elemento pode ser dada por: 
(2.7.2) 
Se sk e a rigidez de uma mola discreta atuando 
em um grau de liberdade k e e o deslocamento do vetor cp. 
-1 
que corresponde a este grau de liberdade, a mixima energia de de 
formação da mola pode ser dada por: 
(2.7.3) 
A mixima energia de deformação do sistema estrut~ 
ral e igual a soma das miximas energias de deformação dos elemen 
tos e das molas discretas: 
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n m 
E. = ,: E. + ,: Ek 1 j = l J K=l 
(2.7.4) 
onde: 
n e o numero de elementos 
m e o numero de molas discretas 
Efetuando a mêdia ponderada das contribuições lo-










,: Ej [3. + ,: Ek 
j = 1 J k = 1 
Ei 
m 
•.. k .•.. [3. + ,: 




(2 . 7. 5) 
(2.7.6) 
Desse modo, ê possivel levar em consideração oca 
rãter local do amortecimento no mêtodo de superposição modal. 
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III - A TÉCNICA DA LINEARIZAÇÃO EQUIVALENTE 
3,1 - INTRODUÇAO 
A determinação da resposta permanente de um sist~ 
ma não-linear através da técnica de linearização equivalente foi 
proposta pela primeira vez por Jacobsen, em 1930 12 e foi original_ 
mente aplicada a um sistema de um grau de liberdade, com mola li 
near e amortecimento não-linear. O coeficiente de amortecimento 
equivalente foi determinado de maneira que o sistema não-linear 
e o sistema linear dissipassem a mesma quantidade de energia em 
cada ciclo. Este método deu excelentes resultados para quase to 
das as classes de funções de amortecimento encontrados na prãti-
ca. Observa-se, porém, que os bons resulta dos obtidos deveu-se 
principalmente ao fato de que a frequência ressonante não depen-
de da amplitude da resposta. Entretanto, se o sistema ti ver um 
comportamento elastoplãstico, a frequência ressonante se torna 
dependente da resposta do sistema podendo, em certos casos,a res 
posta do sistema não linear afastar-se significativamente da res 
posta do sistema linear equivalente, dependendo do carãter mais 
ou menos localizado das não-linearidades. 
Neste trabalho é investigado a viabilidade do em-
prego do método da linearização equivalente na determinação da 
resposta de sistemas estruturais com não-linearidade f1sica loca 
lizada sob a ação de cargas periÕdicas. Serão utilizados dois 
esquemas distintos de linearização. No primeiro, denominado de 
método de minimização do erro médio, os parâmetros de rigidez e 
amortecimento equivalentes são obtidos de forma a minimizar o er 
ro médio entre o sistema não-linear e o sistema linear 
equivalente. No segundo, denominado de método geométrico, os p~ 
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râmetros de rigidez e de amortecimento equivalentes sao obtidos 
diretamente a partir do ciclo de histerese. 
3,2 - TÉCNICA DA MINIMIZAÇAO DO ERRO MÉDIO 
O desenvolvimento apresentado a seguir e anãlogo 
a generalização para sistemas de n graus de liberdade proposto 
por Iwan 6 • 
Seja um sistema de equaçoes de movimento nao linea 
res com n graus de liberdade expresso sob a forma: 
onde: 
M U + ~(Q ~) - f(t) = o ( 3 . 2 • l ) 
M - e a matriz de massa 
~(Q ~) - o vetor de forças internas: função dos desloca-
mentos U e velocidades U 
f(t) - o vetor de forças externas aplicadas ao sistema 
Supondo-se existir uma solução de (3.2.1), procu-
ra-se obter uma solução aproximada no regime permanente, através 
da construção de um sistema de equações lineares, equivalente a 
(3.2.l) do tipo: 
• 
M U +CU+ K U - f(t) = O (3.2.2) 
onde C e K sao respectivamente as matrizes de amortecimento 
e rigidez a serem determinadas de tal forma que a solução de 
(3.2.2) forneça uma solução aproximada de (3.2.l). 
Assume-se ainda que a solução do sistema linear 
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equivalente (3.2.2) seja um membro particular de uma classe de 
soluções D , tal que 
U = ~(Si , t) 
onde os parâmetros s. 
l 
identificam um membro particular de D . 
Ao se aproximar o comportamento de um sistema nao 
linear atraves de um sistema linear equivalente comete-se um er-
ro E que pode ser definido como o vetor diferença entre os 
sistemas, ou seja: 
• . 
E=~(~ ~) - C U - K U (3.2.3) 
As matrizes e e .K serão obtidas de tal forma - -
a minimizar o erro E ' de acordo com: -
E(~ t f) 
~ 
V u D (3.2.4) . = m1nimo E 
onde o operador E(*) representa um operador medio no tempo. 
Portanto a minimização e obtida sobre uma media do quadrado da 
norma Euclidiana da diferença entre os dois sistemas de equaçoes. 
Outros criterios de minimização poderiam ser ado-
tados, porem, de acordo com Iwan e Patulaa>, pode-se afirmar que 
a precisão das soluções aproximadas dependem mais fortemente dos 
parâmetros do sistema auxiliar do que do criterio de minimização 
utilizado. Foi observado tambem que nenhum dos criterios de mi-
nimização estudados apresenta resultados significativamente sup~ 
riores aos demais. 
Adotou-se, portanto, a minimização da media dos 
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quadrados devido a sua maior facilidade de aplicação. 
Para a determinação dos elementos das matrizes C 
e K de (3.2.2) assume-se que o comportamento não linear do sis 
tema (3.2.1) possa ser expresso através de uma soma de componen-
tes discretos interconectados entre os diversos graus de liberda 
de da estrutura. 
. 
Desta forma, os componentes do vetor ~(~, ~) de 
(3.2.1) podem ser expressos através de: 
. • 
P.(U ~) = í: h .. (y i j ' y i j) (3.2.5) 1 - j ;< i 1 J 
p. ( o 
' Q) = hij (O ' O) = o 1 -
onde y .. = U. - u. 
1 J 1 J 
, sendo u. 
1 
e Uj , deslocamentos linear-




e U.) associados aos graus de liberdade i e j 
J 
A fim de assegurar a unicidade da solução aproxi-
mada, serã requerido que o operador E(*) satisfaça as seguin-
tes condições: 
(3.2,6.1) O operador E(*) e independente do tempo 
(3.2.6.2) O operador E(*) e linear: 
E (U(t) + V( t) = E (U(t)) + E (V(t)) 
(3,2.6.3) Se Z e uma matriz, então E(~) e obtido através de: 






z .. e um elemento da matriz Z , J 
(3.2.6.4) E (U 2 (t)) > O se U(t) I O e 
E (U 2 (t)) = O se U(t) - O 
t possivel demonstrar 6 que um operador E(*) sa 
tisfazendo as condições anteriores possui a seguinte proprieda-
de: 
- ''Se M(t) for um vetor formado por n funções linearmente in 
dependentes Ui (t) então a matriz A = [M(t) · Mt(t)] e uma 
matriz positiva definida para todo M(t) I O''. 
O objetivo da técnica de minimização 
dio é substituir os elementos não lineares h .. (y .. 
1 J . , J 
• 
compõem o vetor ~(M , M) , expresso em (3.2.5) por 
ção linear de elementos de acordo com: 
h,.J· (y .. , y .. ) . , J , J • =c .. y .. +k .. y .. lJ lJ lJ lJ 
do erro mê-
, yij) que 
uma combina-
(3.2.7) 
Para isto, serã expresso inicialmente, por simpll 
cidade de notação, os elementos das matrizes C 
dos parâmetros ªi de acordo com: 
ª2n(i-l)+j = K. i , j = l , 2, ... ' , j 
ª2n(i-l)+j+n = cij , i , j = l , 2 , ... ' 
e K através 
n (3.2.8) 
n (3.2.9) 
Pode-se reunir, também, os vetores de deslocamen-
. 
to M(t) e velocidades M(t) em um Ünico vetor M(t) definido 
por: 
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~(t) ~( t) lJ 
~(t) 
(3.2.10) 
Com estas notações, a condição de minimização ex-
pressa na equação (3.2.4) pode ser escrita como: 
~)=o 
d D:i 
=l,2,3, ... ,2n 2 
(3.2.11) 
d E: Efetuando a derivada parcial ~-- de acordo com 
d D:. 
1 
a definição de E: expressa em (3.2.3), obtem-se: 
E ( 1: (3.2.12) 
Porem, E: pode ser expresso em função do vetor 
U , definido em (3.2.10): 
- -
E: = ~ ( ~) - [~ • º] u (3.2.13) 
onde [~: Ç] e uma matriz de ordem n por 2 n formado a pa~ 
tir das matrizes K e e . 
Substituindo (3.2.13) em (3.2.12) podemos escre-
ver: 
A A 





E (~(Y) f] . E ( y (3.2.15) 
A verificação de que a expressao (3.2.15) repre-
senta um mínimo e nao um mãximo baseia-se no carãter positivo d~ 
finido da matriz E (Y 
tra-se na referência 6 • 
yt) mencionado anteriormente e encon-
Desta forma fica demonstrado que a expressão (3.2.15) 
e uma condição necessãria e suficiente para a minir,1ização de 
E ( ~ t ~) 
Sub s ti tu i n d o - se cada um dos elementos h i j (y i j , y i j ) 
-
do vetor ~(Y) em (3.2.15) pela combinação linear indicada em 
(3.2.7) obtem-se: 
E ( P.( U) º t) = ,: E , - j 
j ;I i 
= ,: E 
j 
j ;I i 
Sendo 
çao (3.2.16) assume 
(h .. (y .. 
' 
y .. ) . Qt) = , J lJ 1 J 
( ( c .. 
. 
k .. y .. ) ºt) (3.2.16) y .. + • 1 J 1 J lJ 1 J 
= l ' 2' ... ' n 




j ;I i 
[e.· E (y .. • Qt) + k •. E (y .. • Qt)] 
lJ 'lJ lJ ·]J 
(3.2.17) 
=1,2, ... ,n 
Mas como os deslocamentos y.. sao combinações 
1 J 
lineares dos deslocamentos Ui e Uj , a equação (3.2.17) pode 
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i=l,2, ... ,n (3.2.18) 
Relaciona-se assim, então, os coeficientes cij e 
k •. K .. 
l J 
das matrizes C e K com os coeficientes c. . e 
l J l J 
A equação (3.2.18) pode ser escrita de uma forma 
compacta, anãlogo ã equação (3.2.15). 
E ( ~ (~) º t ) = [~ • f] E rn (3.2. 19) 
Então, a proposição (3.2.7) resulta em uma prova-
vel solução de (3.2.15). 
A unicidade desta solução fica evidenciada pelo 
carãter positivo definido de E (Q , Qt) Ao se considerar,por 
exemplo, uma outra solução representada pelas matrizes 
serã possivel escrever: 
E (~(~) ê] E (~ 
Subtraindo (3.2.20) de (3.2.19) resulta: 
K e e 
(3.2.20) 
(3.2.21) 
Mas como E (Ü • Qt) e positiva definida, a Gnica solução de 
(3.2.21) e dada por: 
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- -e = e e K = K 
Para a determinação dos parâmetros 
equaçao (3.2.16) é expandida da seguinte forma: 
. 
( y .. E (hij ( y .. , Yij) . Uk) = c .. E . Uk) + k .. 1 J 1 J 1 J 1 J 
. . 
( y .. E ( h .. , y .. ) . Uk) = C· . E ( y; j . Uk) + k .. l J l J 1 J l J l J 











(y .. . Uk) 1 J 
(3.2.24) 
Fazendo k em {3.2.23) sucessivamente igual a i 
e a j , e subtraindo, resulta: 





lJ . lJ lJ lJ. lJ . lJ lJ 
(3.2.25) 
Porém, observando que devido ao operador E{*) 
ser independente do tempo pode-se escrever: 
crt E {y 2 (t)) = 2E (y(t) • y(t)) = O (3,2.26) 
Consequentemente a equação (3,2.25) fica reduzida 
a expressao: 
E (h .. (y .. , y .. ) • y .. ) 
lJ . lJ lJ lJ (3.2.27) 
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De uma maneira anãloga poderemos escrever a pa~ 
tir da equaçao (3.2.24): 
(3.2.28) 
Desta forma, através das equaçoes (3.2.27} e 
(3.2.28) podemos obter os coeficientes das matrizes lineares equj_ 
valentes K e C da equação (3.2.2). 
3,3 - APLICAÇAO DA TÉCNICA DA MINIMIZAÇÃO DO ERRO MÉDIO A MOLAS 
NAO LINEARES 
No caso de plataformas fixas marítimas e possível 
representarmos a interação solo-estrutura por meio de molas não-
lineares e as forças atuantes devido a ação dinâmica das ondas co 
mo sendo do tipo determinístico periõdico. Neste caso, as car-
gas peri Õdi cas podem ser decompostas em uma soma de parcelas de 
cargas harmônicas. A resposta do sistema linear equivalente a 
cada parcela de carga também serã harmônica e de mesmo per'íodo. 
Então, ao se aplicar a técnica da minimização do erro medio,ê ra 
zoãvel escolhermos o operador E como sendo simplesmente a me 
dia sobre um período T , ou seja; 
T 






Pode-se observar que esse operador possui as re-
queri das propriedades expressas em (3.2.6.l) a (3.2.6.4). 
Alem disso, cada mola não linear estã aplicada a 
um unico grau de liberdade de forma que o deslocamento relativo 
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yij associado ã mola e o deslocamento absoluto u 
este grau de liberdade. 
associado a 
Assim, os parâmetros de rigidez e de amortecimen-
to equivalentes, obtidos a partir das equações (3.2.27) e (3.2.28) 
são, respectivamente: 
k = E (h (u , Ü) , u) 
E ( u 2 ) 
c = E (h (u , Ü) 




Seri admitido um elemento escalar mola não-linea~ 
cuja curva força-deformação seja do tipo bi-linear e antissimé-
trica, de acordo com a figura abaixo: 
/ 






























ONDE tg<Xo = Ko 
tgex', =K 1 
y 
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Se a força de excitação for de natureza harmônica 
de periodo T , então a forma geral da resposta pode ser assumi-
da como sendo igual a: 
U = U CDS (~ - cj,) t = LJ CDS 8 t (3.3.4) 










2n 2 U 
h ( U , 8) CDS 8 d8 
f
'IT 
h (U , e) sen e de 
-'11 
onde h (U , e) representa, na realidade, 
2n h ( u cos e , - T u s en e) 
Fazendo-se ainda: 
h (U , e)= k
0 
H {U , e) 
e substituindo (3.3.7) em (3.3.5) e (3.3.6), chega-se a: 
H (U , e) cose de) 
-'1[ 







O cãlculo das integrais que aparecem nos termos 
entre parenteses pode ser encontrado no trabalho de Caughey 10 : 
Se C(U) r 
11 
= rr J H cu , e) cos e de 
-11 
e 
S(U) = - f 11 H 
11 
( u e) sen e de 
-11 
2 y 








= ~ [e 1 - • e*+ 11 - • sen (2 e*)] 





u > y 
o 
u < y 
- o 
• sen 2 e* se U > y
0 
Portanto, a rigidez equivalente sera dada por: 




[ ( l 
kl kl - ç) 
e*) J o e*+ ( 2 - - k) v:-11- 2 • se n 11 o o 




e o amortecimento equivalente por: 
c = O se U < y
0 
ou 
c = sen 2 e* se u > y o (3.3.11) 
A fração de amortecimento critico de um amortece-
dor e dado por: 
onde: 
c s = 
~ 
c = coeficiente de amortecimento 
Cc = coeficiente de amortecimento critico 
(3.3.12)_ 
Por outro lado, o coeficiente de amortecimento 
critico para um sistema massa-mola-amortecedor pode ser dado po~ 
2 k (3.3.13)_ --w 
sendo w a frequência natural. 
Utilizando (3.3.12) e (3.3.13) em (3.3.11), obtem 
se a seguinte fração de amortecimento critico associado a mola 
não linear: 
s = o se 
ou 
l s = 2rr (_l - • sen 2 e* , w íl se 
(3.3.14) 





2Trr e a frequência de excitação 
Deste modo pode-se definir um sistema linear 
equivalente utilizando a técnica da minimização 
médio. 
do erro 
Para a obtenção da solução, recorre-se ao procedi 
mento iterativo, descrito a seguir: 
a) assumem-se valores iniciais para a rigidez e amortecimento 
equivalentes. 
b) calculam-se deslocamentos do sistema linear associado. 
e) a partir dos deslocamentos são atualizados os valores de rigl 
dez e amortecimento equivalentes. 
d) os passos (b) e (e) sao repetidos atê a obtenção da converge~ 
eia para uma tolerância especificada. 
3,4 - MtTODO GEOMtTRICO 
No método geométrico, os parâmetros de rigidez e 
de amortecimento do sistema linear associado são fixados pela ge~ 
metria do ciclo de histerese. 
Neste método, a rigidez equivalente ê considerada 
igual a declividade da reta que passa pelas extremidades do ci 
elo de histerese, ficando portanto definida por: 
k 
Pu 
se u > y = u o 
ou (3.4.l) 
k = ko se u < y - o 
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onde Pu , U e K
0 
estão definidos na Figura 3.3.l. 
O amortecimento equivalente ê obtido associando-
se um amortecedor a cada mola linear de forma a dissipar a mesma 
quantidade de energia por ciclo de histerese. 
A energia dissipada por um amortecedor viscoso li 




u ê definido em (3.3.4), • du u = ãt 
p indica que a integral e sobre um ciclo de histerese 
Efetuando a integral, obtem-se: 
(3. 4. 2) 
A energia dissipada pela mola não linear associa-
da ao longo de um período de oscilação ê a ãrea do ciclo de his-
terese que pode ser facilmente calculada da Figura 3.3.l 
EM 4 Po (U - Yo) ( l 
k 1 
u = - K) se > y o o 
ou (3.4.3) 
EM = o se u < y o 
Fazendo a igualdade de (3.4.2) e (3.4.31 obtem-
se o amortecimento equivalente associado: 
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c = 2 Po ( u - y ) o ( 1 
k 1 u - K) se > y o o 
ou (3.4.4) 
c = o se u < Yo 
Finalmente, utilizando (3.3.12) e (3.3.13} em 
(3.4.4), obtem-se a seguinte fração de amortecimento crítico as-




íl 211 = T 
w e a 
s = o 
2 p (U Y
0
) -o 
1T Pu u 





l ) -K 
o 






se U > y
0 
E assim, fica determinado o sistema linear equiv~ 
lente pelo método geométrico. 
A solução do sistema é obtida pelo mesmo procedi-
mento iterativo descrito na técnica de minimização do erro médio. 
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IV - EXEMPLOS 
4.1 - INTRODUÇAO 
O presente capitulo tem por objetivo a apresenta-
çao de exemplos de aplicação que permitam efetuar uma avaliação 
do emprego da técnica da lineartzação equivalente na determina-
ção da resposta permanente ("steady state'') de plataformas mart-
timas fixas. 
O cãlculo da resposta permanente no dominio da 
frequência de um sistema estrutural com não-linearidade fisica 
localizada, tratada através da técnica da linearização equivale~ 
te, é obtida com o auxilio do programa FREMOD, cujo fluxograma 
encontra-se no final deste capitulo. 
Para efeito de comparação, calcula-se a resposta 
no dominio do tempo, obtida pelo programa D1NAP 22 desenvolvido p~ 
la COPPE/UFRJ e que estã sendo incorporado ao sistema ADEP 
da Petrobrãs. Este programa permite efetuar a integração das 
equações diferenciais do movimento ou através de um método dire-
to do tipo Newmark ou fazendo uso da técnica da superposição mo-
dal. Os termos não lineares são tratados como pseudo-forças adi 
cionais de forma a evitar a atualização da matriz de rigidez da 
estrutura, com a variação dos deslocamentos. Desta maneira, a 
equação (2.2.5) pode ser colocada na seguinte forma: 
. 
M Ü + C U + K U = 
onde: 
F - K U = F + N 
-m -
(4.l.l} 
K contêm as rigidezas das molas não-lineares e -m 
N = - K U -m - ê o vetor de pseudo-forças 
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Efetuando o equil1brio no tempo t+6t , a equaçao 
(4.1.l) pode ser escrita como: 
. 
M ~t+6t + C ~t+6t + K ~t+6t = ft+6t + ~t+6t (4.1.2) 
Aplicando a técnica da superposição modal e utili 
zando a notação do Capftulo II, a equação (4.1.2) se reduz a: 
X•. + e x· + fl x = ,.t ft+'t + ,.t Nt+'t (4 l 3) -t+6t -t+6t -t+6t " ·~ u " - u •• · 
onde: 
~t+6t = q, ~t+6t 
Sendo o vetor de pseudo-forças N função dos des 
locamentos incõgnitos, cada equação modal (4.1.3) sera nao li-
near, devendo-se recorrer em cada intervalo a um processo itera-
tivo. I'. conveniente, então, expressar a equaçao ( 4. l. 3) na se-
guinte forma: 
sendo: 
··i ºi i t t i-1 





i=l, ... ,j 
i = passo da iteração 
j = numero de iterações efetuadas 
(4.1.4) 
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o calculo de para dar inicio a cada 
ciclo iterativo ê calculado atravês de uma extrapolação linear 
das pseudos forças em torno do intervalo de tempo anterior: 
(4.1.5) 
Para a verificação da convergência do processo 
iterativo, utiliza-se a norma euclideana dos deslocamentos. Cal 
cula-se E de acordo com: 
E = 
li i i - l li ~t+Lit - ~t+lü 
11 i -1 li 
u ~ t+6 t 
(4.1.6) 
Quando E estiver dentro da tolerância especifi-
cada, termina o processo iterativo para este intervalo de tempo 
e passa-se ao prõximo intervalo. 
Para a integração da equaçao (4.1.4), utiliza-se 
o mêtodo de integração exata por seguimento. 
Observando o processo nota-se que nao e necessa-
ri o a atualização da matriz de rigidez. Este procedimento torna 
possível do ponto de vista econõmico, a anãlise dinâmica no domí 
nio do tempo de plataformas marítimas fixas com um grande numero 
de graus de liberdade e levando em conta, a nao linearidade do 
solo. 
Na representação da interação solo-estrutura de 
plataformas offshore ê costume utilizar-se a hipõtese de Winkle~ 
que admite a representação do solo por meio de molas discretas 
associadas a determinados comprimentos de influência na estaca. 
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Deste modo, o processo de representação do solo consiste inicial 
mente , em dividir as estacas em seguimentos e em seguida, asso-
ciar molas discretas aos correspondentes graus de liberdade de 
translação. O cãlculo das curvas força-deslocamento dessas mo-
las podem ser obtidas por meio de ensaios em laboratorio, monit~ 
rização de estacas reais ou por meio de correlações experimentais 
sendo funções do diâmetro da estaca, da profundidade, da coesão, 
do ângulo de atrito e do peso espec1fico do solo, etc. As curvas 
força-deslocamento das molas, para um comprimento de influência 
unitãrio na estaca, são geralmente chamadas de curvas P-Y quando 
representam a reaçao lateral do solo e de curvas T-Z ou P-o qua~ 
do traduzem a reaçao axial. 
A seguir, apresentam-se os resultados obtidos. Efe-
tua-se, inicialmente, uma anãlise de autovalores, a fim de se ve 
rificar os primeiros per,odos naturais da estrutura. Em seguida 
calcula-se a resposta permanente do problema linear, isto ê, con 
siderando que as curvas força-deslocamento sejam lineares. 
Finalmente calcula-se as respostas permanentes do 
problema considerando a não linearidade do solo, utilizando tan-
to a solução no dom1nio do tempo como no dom,nio da frequência. 
4.2 - EXEMPLO 1 
O primeiro exemplo ilustra o cãlculo da resposta 
dinâmica de uma haste, discretizada pelo mêtodo dos elementos fi 
nitos e, composta de 8 elementos do tipo portico plano. A haste 
é submetida a uma carga periodica de frequência 0.1 Hz. Os dados 
do problema se encontram nas Figuras 4.2.1 e na Tabela 4.2,1. 
A não linearidade estã representada pelas molas, 
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- MASSA CONCENTRADA 
M = 1. O 
- PROPRIEDADES DOS ELEMENTOS 
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l\rea transversal l .O 
Momento de inircia 0.1 
Massa espec1fica 0.01 
M6dulo de elasticidade: 1000.0 
- CARREGAMENTO 
p l (t) = 0.030 sen (2TI ft) 
P2(t) = O. 021 sen ( 2 'TI ft) onde 
p 3 ( t) = 0.012 sen ( 2 'TI ft) 
P4(t) = 0.003 sen (21T ft) 
- PORCENTAGEM DE AMORTECIMENTO CRITICO 
5% para todos os modos 
- MOLA K2 
Linear, de rigidez igual a 400 
- MOLA K1 
f = o. l Hz 
Não linear, cuja curva força-deformação se encontra na 
Figura 4.2.2 
TABELA 4.2. l 
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K1 , atuantes nos graus de liberdade correspondentes aos desloc~ 
mentas verticais e horizontais dos nõs 5, 6 e 7 ,cuja curva for 
ça-deslocamento se encontra na figura 4.2.2. A haste apresenta 
ainda, uma massa concentrada no nõ l e molas lineares 




Apesar de sua simplicidade, o exemplo ê ~til para 
efetuarmos uma primeira comparaçao entre a solução nao linear 
no dominio do tempo e a solução não linear no domínio da frequê~ 
eia. Na tabela 4.2. 2 encontram-se os 5 primeiros períodos natu-
rais obtidos com o mêtodo de iteração por subespaço. A seguir, 
na tabela 4.2.3 são apresentadas as amplitudes dos deslocamentos 
horizontais da resposta permanente, que foram obtidas de acordo 
com os seguintes procedimentos: 
- a primeira coluna (LINEAR) refere-se a solução linear, isto e, 
considerando que a curva força-deslocamento da mola não-linear 
seja representada pela parte linear da mesma. A solução ê obti 
da pelo mêtodo da resposta em frequência, utilizando o progra-
ma FREMOD. 
- a segunda coluna (MEM) apresenta a solução do problema não li-
near obtida pelo mêtodo da resposta em frequência e utilizando 
como têcnica de linearização equivalente o mêtodo da minimiza-
ção do erro mêdio, utilizando o programa FREMOD. 
- a terceira coluna (MG) apresenta a solução não linear, obtida 
pela resolução no domínio da frequência, porêm utilizando o me 
todo geomêtrico implementado no programa FREMOD. 
- a quarta coluna ( ADEP ) refere-se ã solução não linear, obti-
da pela solução das equações do movi-ento no domínio do tempo 
e utilizando para tal o programa DINAPº, descrito anteriormen 
te. 
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A U T O VALORE s 
MODO PER10DO FREQ. CIRC. FREQUÊNCIA ( s ) (rad/s) ( H z) 
1 4.041 1 . 55 5 0.248 
2 0.491 12.790 2.036 
3 O. 1 O 7 58.746 9.350 
4 0.044 143.176 22.787 
5 0.041 154.275 24.554 
TABELA 4.2.2 
AMPLITUDE DE DESLOCAMENTOS HORIZONTAIS ( u) 
NÕ LINEAR MEM MG ADEP LORANE 
1 0.0247 0.0278 0.0277 0.0273 0.0277 
2 0.0176 0.0201 0.0200 0.0198 0.0200 
3 0.0110 0.0129 0.0128 0.0127 0.0128 
4 0.0054 0.0067 0.0066 0.0066 0.0067 
5 0.0016 0.0022 0.0022 0.0023 0.0023 
6 0.0005 0.0009 0.0009 0.0009 0.0010 
7 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 
8 0.0002 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 
9 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
TABELA 4.2.3 
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a quinta coluna (LORANE) é a resposta nao linear, obtida com o 
programa LORANE-NL, implementado no N~cleo de Computação Ele-
trônica da Universidade Federal do Rio de Janeiro. Este progr~ 
ma calcula a resposta no dom1nio do tempo pelo método direto, 
recorrendo ao operador de Newmark associado ao método de New-
ton-Raphson para a integração das equações diferenciais não-1! 
neares, e cujo desenvolvimento pode ser encontrado na referên-
cia~. Do processo de solução, pode se destacar a atualização 
da matriz de rigidez ao longo do tempo. 
Com exceção do LORANE-IJL, todas as respostas sao 
c a 1 c u 1 a d as u ti 1 i z a n d o - se a t é c n i c a d e s u p e r p os i ç ão moda 1 com 5 mo 
dos de vibração. 
Como era de se esperar, principalmente devido a 
atualização da matriz de rigidez no caso do LORANE, o esforço de 
solução deste é bastante superior ao do ADEP Utilizando um in 
tervalo de tempo de llt = 0.02 s , para uma resposta transiente 
de 60 s , o tempo necessãri o de CPU (Central Process Uni t) do LQ 
RANE, implementado no computador Burroughs 6700 do NCE-UFRJ, foi 
5960 s, enquanto que o ADEP , implementado no IBM 370, da Petro-
brãs, foi de 66 s . Apesar de serem sistemas computacionais dis 
tintos e dos problemas de prioridade de execução de "jobs'' que 
existem nestes, pode se concluir a grande diferença de esforço de 
solução entre ambos. Observa-se que os resulta dos obtidos para 
o problema não linear são bastante concordantes, o que autoriza 
comparaçoes futuras apenas entre o método das pseudo-forças no 
dominio do tempo e o método da linearização equivalente no do 
minio da frequência com um numero maior de graus de liberdade uma 
vez que a comparaçao com o LORANE-NL tornar-se-ia excessivamente 
onerosa nestes casos. 
A comparação entre a solução linear e a solução 
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nao linear pode ser melhor observado através da figura 4.2.3. 
Nesta figura, como os resultados do problema não linear são mui 
to prÕximos, a curva não linear representa todas as soluções,ta~ 
to no dominio do tempo como no dom,nio da frequência. 
Pode-se observar finalmente a necessidade de le-
var em conta a não linearidade das molas. 
4,3 - EXEMPLO 2 
O segundo exemplo também consiste da anãlise de 
uma haste, porem, as curvas força-deslocamento que representam o 
solo, são obtidas seguindo as recomendações da API 2 • Neste exem 
plo, ê analisada uma haste de 110 m de comprimento sendo que 50m 
estão cravados no solo. A haste consiste de um tubo de aço de 
72" de diâmetro externo com espessura de 2''. O solo ê constitui 
do de areia de compacidade média com peso especifico submerso mê 
dio de 0.8 ton/m 3 e com ângulo de atrito de 30°. Para a obtenção 
das curvas nao lineares do solo utilizou-se o Sistema ADEP im-
plementando na Petrobrãs, gerando 14 pares de molas, sendo cada 
par constituido de uma mola P-Y e uma mola T-Z. Os pares de mo-
las distribuem-se desta maneira: no sentido de penetração doso-
lo, os quatro primeiros são espaçados de l m, os quatro segui n-
tes de 2 m, os quatro posteriores de 4 me assim por diante. 
Sendo a nao linearidade restrita apenas a uma pe-
quena camada perto do leito marinho, considerou-se molas não-li-
neares somente atê â profundidade de 10 metros, permiti.ndo com 
isso uma diminuição do esforço computacional. Por outro lado, 
sendo a estrutura fixada apenas pelo solo, o método das pseudo-
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FIGURA 4. 2. 3 
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para que a estrutura sem as pseudo-forças nao possua movimento 
de corpo r1gido. 
As caracter1sticas da estrutura e do carregamento 
se encontram na figura 4.3.l e na Tabela 4.3.l. 
Na tabela 4.3. 2 são apresentados os primeiros 10 
per,odos naturais da estrutura. Na tabela 4.3.3 encontram-se os 
resultados em termos de amplitude de deslocamentos horizontais 
para o carregamento indicado na figura 4.3.l. Os nõs 8, 9, 10, 
11 e 12 referem-se respectivamente ãs profundidades de penetra-
ção de l, 2, 3, 4 e 5 m no solo. Os dados da tabela 4.3.2 sao 
plotados, resultando a figura 4.3.2. 
Na tabela 4.3.4 encontra-se os resultados para um 
carregamento duas vezes maior ao da figura 4.3.l, isto ê, com to 
das as cargas nodais multiplicadas por 2, com a finalidade de ob 
servar os resultados para um maior nivel de não linearidade. 
Na figura 4.3.3, encontram-se as amplitudes dos 
deslocamentos horizontais, na região do solo, para o carregamen-
to original enquanto que na figura 4.3.4 encontra-se as corres-
pondentes amplitudes para o dobro da carga. 
4,4 - EXEMPLO 3 
O terceiro exemplo ê um modelo estrutural bidimen 
sional de uma plataforma fixa mar1tima com 126 m de altura em re 
lação ao fundo do mar. A estrutura ê constitu1da de 31 nõs e 49 
elementos, incluindo as estacas (figura 4.4.l). Foram inclu1dos 
20 elementos escalares mola para simular o comportamento solo-e~ 
trutura e 8 elementos escalares massa para simular a massa do 













































- MASSA CONCENTRADA 
M = 49 tm 







7.98763 tf/m 3 
mõdulo de elasticidade longitudinal: 21088000 tf/m 2 
mõdulo de elasticidade transversal : 8085000 tf/m 2 
- CARREGAMENTO ( em t f) 
p l ( t) = 4.0 sen (2rr ft) 
P2(t) = 4.0 sen ( 2 T[ ft) 
P3(t) = l. o sen ( 2 T[ f t) onde 
P4(t) = 0.5 sen (2 T[ ft) 
P5(t) = 0.25 sen ( 2 T[ ft) 
P6(t) = O. 12 sen (2rr ft) 
- PORCENTAGEM DE AMORTECIMENTO CR!TICO 
5% para todos os modos 
- CARACTER1STICAS DO SOLO 
areia de compacidade media 
ângulo de atrito 
f = 
peso específico submerso: 0.8 tf/m 3 
TABELA 4.3.l 
o. l Hz 
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AUTOVALORES 
MODO PERlODO FREQ. CIRC. 
FREQUtNCIA 
( s) (rad/s) (Hz) 
l 3.8843 l. 618 0.258 
2 0.5201 12.081 l . 9 23 
3 O. 17 43 36.047 5.737 
4 0.0862 72.879 11.599 
5 0.0856 73.422 11. 686 
6 0.0525 119.694 19.050 
7 0.0382 164.689 26.211 
8 0.0312 201.428 32.058 
9 0.0292 215.326 34.270 
lo 0.0203 309.891 49.321 
TABELA 4.3.2 
AMPLITUDE DE DESLOCAMENTOS HORIZONTAIS (em metros) 
. 
NÕ LINEAR MEM MG ADEP 
l 0.326 0.346 0.345 0.340 
2 0.256 0.274 0.273 0.269 
3 O. 189 0.203 0.203 0.200 
4 0.127 0.138 O. l 38 O. l 3 6 
5 0.074 O. 081 O. 081 0.080 
6 0.032 0.037 0.037 0.036 
7 0.007 0.009 0.009 0.008 
9 0.004 0.005 0.005 0.005 
10 0.003 0.004 0.004 0.004 
l l 0.002 0.003 0.003 0.003 
l 2 0.001 0.001 0.001 0.001 
TABELA 4.3.3 
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AMPLITUDE DE DESLOCAMENTOS HORIZONTAIS (em metros) 
NÕ LINEAR MEM MG ADEP 
1 0.652 0.762 0.739 0.752 
2 0.513 0.607 0.587 0.598 
3 0.379 0.455 0.439 0.448 
4 0.254 0.314 0.302 0.308 
5 O. 14 7 O. 1 91 O. 1 81 O. 18 7 
6 0.064 0.092 0.086 0.089 
7 0.013 0.027 0.024 0.025 
8 0.010 0.022 0.019 0.021 
9 0.008 0.018 0.016 O. O 1 7 
1 O 0.006 0.014 0.012 0.014 
11 0.004 O. 011 0.009 O. O 1 1 




































































































































STRUDL 'EXEMPLO 3' 'PLATAFORMA BIDIMENSIONAL' 
TYPE SPACE FRAME 
UNITS METERS MTONS DEGREES 
JOINT COORDINATES 
-30.432 126.000 o.os 
2 -13.500 126.000 o.os 
MEMBER INCIDENCES 
l l 2 
2 2 3 
. 
• 
MEMBER PROPERTIES PRISMATIC 
TO 3 AX 0.1385 IX 0.07486 IY 0.03743 IZ 0.03743 
5 TO 8 AX 0.1332 IX 0.03742 IY 0.01871 IZ 0.01871 
lo l l 16 l 7 AX 0.0441 IX 0.00963 IY 0.004815 IZ 0.004815 
l 3 14 AX 0.1916 IX 0.0879 IY 0.04396 IZ 0.04396 
l 9 TO 21 AX 0.07414 IX 0.0260 IY 0.0130 IZ 0.0130 
23 24 AX 0.04642 IX 0.01126 IY 0.00563 IZ 0.00563 
26 27 32 34 AX 0.0804 IX 0.03294 IY 0.01647 IZ 0.01647 
29 30 36 37 AX 0.0616 IX 0.0148 IY 0.0074 IZ 0.0074 
33 AX 0.03964 IX 0.00468 IY 0.00234 IZ 0.00234 
4 9 l 2 l 5 18 22 25 28 31 35 
AX 0.2057 IX O. l O 88 IY 0.0544 IZ 0.0544 
38 TO 49 AX O. l 20 l IX O. 16 IY 0.08 IZ 0.08 
JOifH RELEASES 
l TO 29 FORCE X y MOMENT z 
30 31 MOMENT z 
INERTIA OF JOINTS 
l TO 4 LINEAR X 200. y 200. 
DYNAMIC SCALARS 
SPRING U 40000. 






2 SPRING U 215000. V 200000. NODES 28 
2 SPRING U 215000. V 200000. NODES 29 
CONSTANTS 
E 21088000. ALL 
G 8085000. ALL 
DENSITY 81. 65 ALL 
DYNAMIC FORCE FUNCTIONS 
FORCE - 3000. DISPLACEMENT -2.000 -
FORCE - l 5. DISPLACEMENT -0.001 -
FORCE l 5 . DISPLACEMENT 0.001 -
FORCE 3000. DISPLACEMENT 2.000 
2 FORCE -5000. DISPLACEMENT -2.000 -
FORCE -25. DISPLACEMENT -0.001 -
FORCE 25. DISPLACEMENT 0.001 -
FORCE 5000. DISPLACEMENT 2.000 
3 FORCE -6000. DISPLACEMENT -2.000 -
FORCE -30. DISPLACEMENT -0.001 -
FORCE 30. DISPLACEMENT 0.001 -
FORCE 6000. DISPLACEMENT 2.000 
4 FORCE -10000. DISPLACEMENT -2.000 -
FORCE -50. DISPLACEMENT -0.001 -
FORCE 50. DISPLACEMENT 0.001 -
FORCE 10000. DISPLACEMENT 2.000 
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DYNAMIC NON LINEAR SPRINGS 
20 u FUNCTION 1 
20 V FUNCTION 3 
21 u FUNCTION 1 
21 V FUNCTION 3 
22 u FUNCTION 
22 V FUNCTION 3 
23 u FUNCTION 
23 V FUNCTION 3 
24 u FUNCTION 2 
24 V FUNCTION 4 
25 u FUNCTION 2 
25 V FUNCTION 4 
DYNAMIC TIME FUNCTIONS 
SCALE 1.0 USE FUNCTION SIN WITH PARAMETERS -
PERIOD 10. TIME 70. DELTA 0.5 
DYNAMIC LOADINGS 
1 u FUNCTION 1 MAGNITUDE 28.35 
V FUNCTION MAGNITUDE -15.05 
2 u FUNCTION MAGNITUDE 28.35 
2 V FUNCTION 1 MAGNITUDE -15.05 
3 u FUNCTION MAGNITUDE 28.35 
3 V FUNCTION 1 MAGNITUDE -15.05 
4 u FUNCTION MAGNITUDE 28.35 
4 V FUNCTION MAGNITUDE -15.05 
5 u FUNCTION 1 MAGNITUDE 62.60 
5 V FUNCTION MAGNITUDE -73.50 
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6 u FUNCTION l MAGNITUDE 62.60 
6 V FUNCTION MAGNITUDE -73.50 
7 u FUNCTION MAGNITUDE 62.60 
7 V FUNCTION MAGNITUDE -73.50 
8 u FUNCTION MAGNITUDE l 2 . l 7 
8 V FUNCTION MAGNITUDE -34.60 
9 u FUNCTION MAGNITUDE l 2 . l 7 
9 V FUNCTION l MAGNITUDE -34.60 
lo u FUNCTION l MAGNITUDE 1 2 . l 7 
lo V FUNCTION l MAGNITUDE -34.60 
l l u FUNCTION MAGNITUDE 2.60 
l l V FUNCTION l MAGNITUDE -15.20 
l 2 u FUNCTION l MAGNITUDE 2.60 
l 2 V FUNCTION MAGNITUDE -15.20 
l 3 u FUNCTION l MAGNITUDE 2.60 
13 V FUNCTION MAGNITUDE -15.20 
l 4 u FUNCTION MAGNITUDE 0.50 
l 4 V FUNCTION l MAGNITUDE -5.50 
l 5 u FUNCTION l MAGNITUDE O. 50 
l 5 V FUNCTION l MAGNITUDE -5.50 
16 u FUNCTION l MAGNITUDE 0.50 
16 V FUNCTION l MAGNITUDE -5.50 
l 7 u FUNCTION l MAGNITUDE 0.70 
l 7 V FUNCTION MAGNITUDE -4.00 
18 u FUNCTION l MAGNITUDE 0.70 
18 V FUNCTION l MAGNITUDE -4. 00 
19 u FUNCTION MAGNITUDE 0.70 
l 9 V FUNCTION l MAGNITUDE -4. 00 
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DYNAMIC LIST U NODES l 5 8 11 14 -
17 20 22 24 26 28 
MODAL RESPONSE FREQUENCIES 10 TOTAL 60. -
STEP 0.05 START 20. PRINTJUMP 
FINISH 
DAMPING 0.05 
Os dez primeiros perfodos naturais podem ser en-
contrados na tabela 4.4.l. A amplitude dos deslocamentos hori-
zontais são apresentados na tabela 4.4.2 e, na figura 4.4.2, po-
de se visualizar as soluções linear e não-lineares, na região do 
solo. 
A anãlise da fadiga e determinação da vida util 
de juntas tubulares soldadas que ocorrem nas plataformas offsho-
re ~ efetuada com o auxilio da Regra de Miners. Esta regra afi~ 
ma que o dano acumulado "D" , durante a vida util da junta não 
deve exceder a unidade, sendo: 
onde: 
n. = numero de ciclos aplicados para um dado intervalo 
1 
de variação de tensões 
= numero mãximo de ciclos 




permitido, para este inter-
obti do a partir das curvas 
As curvas S-N , segundo a norma API , podem ser 
representadas matematicamente por: 
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A U T O V A L O R E s 
MODO PER10D0 FREQ. CIRC. FREQUÊNCIA ( s) (rad/s) (Hz) 
l 3.052 2.058 0.328 
2 0.965 6. 51 4 1 . 03 7 
3 0.841 7.470 1 . 1 89 
4 0.525 11.959 1 . 9 03 
5 0.464 13.530 2. 1 5 3 
6 0.452 13.915 2. 21 5 
7 0.355 17.710 2. 81 9 
8 0.348 18.069 2.876 
9 0.327 19.206 3.057 
lo 0.325 19.339 3.078 
TABELA 4.4. 1 
AMPLITUDE DOS DESLOCAMENTOS HORIZOtlTAIS (m) 
Ni'.i LINEAR MEM MG ADEP 
1 0.060 0.073 0.071 0.075 
5 0.052 0.067 0.065 0.068 
8 0.042 0.056 0.053 0.057 
1 1 0.031 0.044 0.042 0.044 
1 4 0.020 0.033 0.031 0.032 
1 7 0.006 0.019 O. O 1 6 O. O 1 9 
20 0.005 0.016 O. O 1 4 0.017 
22 0.004 0.014 0.012 0.014 
24 0.002 0.010 0.008 O. O 11 
26 0.001 0.004 0.004 0.005 
















N = 2 X 10 6 
onde: 
N e o numero mãximo de ciclos 
60 e o intervalo de variação de tensões 
60 ref 
e m dependem do tipo de junta e de solda 
Os valores de 6oref igual a 14.5 Ksi e de m 
igual a 4.38 são bastante utilizados para juntas tubulares típi-
cas 
zao 
e correspondem ã chamada curva X • 
Nl 
Nz 
entre duas variações de tensões 
dada por: 
N1 60 1 -4.38 Nz = (602) 
Para essa curva, a ra-
Utilizando esta relação para a anãlise do elemen-
to 20, com os dados da tabela 4.4.3, obtem-se: 
onde: 
o índice l se refere ao caso sem correçao estãtica dos mo 
dos superiores 
o índice 2 se refere ao caso com correçao estãtica dos mo 
dos superiores 
Nota-se, portanto, que ao se fazer a anãlise a fa 
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AMPLITUDE DA FORÇA AXIAL (tf) 
ELEMENTO 20 NO 9 
ANJ'iLISE MEM ADEP 
. 
SCE 7.67 7.47 
CCE 34,62 (*) 
TABELA 4.4.3 
SCE - sem correçao estãtica dos modos superiores 
CCE - com correçao estãtica dos modos superiores 
(*) - em fase de implementação 
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fadiga, onde o câlculo preciso dos esforços ê importante, a cor-
reçao estãtica dos modos superiores pode surgir como uma ferra-
menta essencial ao mêtodo de superposição modal. Na referência26 
ê efetuado um estudo a respeito da têcni ca da correção estãti ca 
para corrigir o câlculo dos esforços, chegando-se a diferenças 
de esforços da ordem de 1000%. 
4.5 - EXEMPLO 4 
Neste exemplo se analisa uma plataforma de 160.0 
metros de altura com contraventamento do tipo X. A anâlise ê bi 
dimensional porêm, analogamente ao exemplo 2, as curvas força-
deslocamento são obtidas de um solo real, consistindo de areia 
de compacidade mêdia com peso específico submerso de 0.8 ton/m 3 
e com ângulo de atrito de 30°. Utilizando o sistema ADEP, são 
gerados quatorze pares de molas para cada estaca, sendo ca 
da par constituído de uma mola P-Y e uma mola T-Z . Os pares 
atuam nodalmente e distribuem-se desta maneira: no sentido de p~ 
netração do solo, os quatro primeiros são espaçados de l m, os 
quatro seguintes de 2 m, os quatro posteriores de 4 me assim por 
diante. A jaqueta consiste de 14 nõs e 25 elementos e com adis 
cretização das estacas para a aplicação das molas nao lineares 
representando o solo são gerados mais 28 nõs e 28 elementos. 
As estacas consistem de tubos de aço de 72'' x 2'', 
isto ê, 72'' de diâmetro externo por 2'' de espessura. Os contra-
ventamentos consistem de tubos de 15" x O. 5" e as pernas de tu-
bos de 30" x l" . "·similarmente e pelas mesmas razões do exemplo 2, consi 
derou-se não linearidade do solo somente atê â profundidade de 10 m. As ca 
racter'ísticas do problema estão na Figura 4.5.l e na Tabela 4.5. l. 




















- MASSAS CONCENTRADAS 
M1 = 9 80 tm 
M2 = 980 tm 







DIÂMETRO EXTERNO ESPESSURA 
30" l " 
7 2" 2" 
l 5" O. 5" 
7.98763 tf/m 3 
mõdulo de elasticidade longitudinal: 21088000 tf/m 2 
mõdulo de elasticidade transversal : 8085000 tf/m 2 
- CARREGAMENTO (em tf) 
p l ( t) = P2(t) = 60 sen (2TI f t) 
p 4 (t) = P5(t) = 30 sen ( 2 TI ft) 
p 7 ( t) = P8(t) = l 6 sen ( 2 TI ft) onde 
P1o(t) = pll (t) = lo sen ( 2 TI f t) 
P13(t) = P14(t) = 2 sen ( 2 TI ft) 
- PORCENTAGEM DE AMORTECIMENTO CRITICO 
5% para todos os modos 
- CARACTERTSTICAS DO SOLO 
areia de compacidade media 
ângulo de atrito: 30° 
peso especifico submerso: 0.8 tf/m 3 
TABELA 4.5.l 
f = o. l Hz 
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trutura na tabela 4.5.2 e os resultados da anãlise, em termos de amplit!:!_ 
des horizontais da resposta permanente na Tabela 4.5.3 e na Fiqura 4.5.2. 
4,6 - EXEMPLO 5 
Neste exemplo, analisa-se uma plataforma tridime~ 
sional constitutda de 1067 elementos de pôrtico espacial e de 
520 nõs, incluindo a discretização das estacas, resultando em um 
sistema de equações de 3120 incõgnitas com meia largura de banda 
igual a 97. A plataforma tem uma altura total de 133.8 m, uma 
base inferior de 80 x 75 me uma base superior de 72 x 61 m (fi-
guras 4.6.l, 4.6.2 e 4.6.3). A estrutura possui 8 pernas e 8 es 
tacas cravadas atê a penetração de 50 m. 
O solo constitui-se de 3 camadas: 
- a primeira, de O m atê 10 m de profundidade, e de argila de 
compacidade mêdia com coesao de 0.0001 tf/m 2 e com peso especf 
fico submerso de 0.90 tf/m 3 • 
a segunda camada de 10 m atê 30 m de profundidade, ê de areia 
de compacidade mêdia com ingulo de atrito de 20° e peso especf 
fico submerso de 0.90 tf/m: 
A terceira camada, de 30 m atê 60 m de profundidade, de areia 
fofa com ingulo de atrito de 20° e peso específico submerso de 
0.90 tf/m 3 • 
Considerou-se a nao linearidade do sol o, somente 
atê a profundidade de 10 m. Para cada estaca foram geradas gru-
pos de 3 molas nodais: duas molas P-Y atuam no plano horizontal e 
uma mola T-Z, na direção axial. A distribuição desses grupos de 
mola ao longo de cada estaca foi efetuada analogamente ao exem-
plo anterior, resultando então em 200 nos e 200 seamentos de 
estacas. 
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A U T O VALORE s 
MODO PER10D0 FREQÊNCIA FREQ. CIRC. ( s ) ( H z) (rad/s) 
1 5.558 O. 180 1 . 1 3 O 
2 0.741 1 . 3 4 9 8.474 
3 0.462 2. 166 13.611 
4 0.332 3.006 18.890 
5 0.313 3. 192 20.055 
6 0.303 3.334 20.761 
7 O. 182 5.496 34.523 
8 O. 179 5.572 35.011 
9 O. 12 5 8.018 50.376 
1 O 0.124 8.052 50.590 
TABELA 4.5.2 
AMPLITUDE DOS DESLOCAMENTOS HORIZONTAIS (m) 
Y(m) NO LINEAR MEM MG ADEP . 
160.0 1 0.925 0.973 0.969 0.965 
120.0 4 0.597 0.638 0.633 0.626 
80.0 7 0.315 0.349 0.344 0.343 
40.0 1 O O. 11 5 O. 144 O. 138 O. 127 
o.o 1 3 0.012 0.037 0.032 0.032 
- 1. o 1 5 O. O 11 0.033 0.028 0.029 
- 2.0 1 7 0.009 0.029 0.024 0.026 
- 3.0 1 9 0.007 0.025 0.021 0.023 
- 4.0 21 0.005 0.021 0.017 0.020 
- 6.0 23 0.003 0.014 O. O 11 0.014 
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Para considerar a efeito de massa hidrodinâmica 
associada ãs ondas e tambem para incluir a massa do conves de 
20000 tons, são adicionadas 275 massas concentradas nodais para 
cada respectiva região de influencia ao longo dos nõs da jaqueta 
Para o câlculo da massa hidrodinâmica adotou-se coeficiente de 
inercia igual a 2 para todos os elementos compreendidos em uma 
lâmina de ãgua de 112 m. 
Para simular o carregamento de onda,aplica-se car 
gas nodais de frequencia 0.1 Hz (perlodo de 10 s). 
Na tabela 4.6. l são apresentados os 10 primeiros 
per1odos naturais da estrutura. 
A seguir, apresenta-se as amplitudes dos desloca-
mentos horizontais da anãlise linear e das anãlise nao lineares 
na tabela 4.6.2, para o eixo C-14 (ver figura 4.6.l). Os nõs 321, 
329, 337, 345, 353 e 361 são nõs da estaca correspondente a esse 
eixo. Ainda nesta tabela, a primeira coluna ( Z) se refere a co 
ta Z do no, estando a origem do sistema situado no leito marinho 
e sendo Z o eixo vertical. Os resulta dos dessas anãl ises, na 
região do solo, podem ser observados mais facilmente na figura 
4.6.4, onde pode se verificar a boa concordância dos resultados, 
como nos exemplos anteriores. 
Na figura 4.6.5 sao apresentados os autovetores 
do lQ modo normalizados em relação ao maior valor. A curva LI-
NEAR, representa o lQ autovetor calculado considerando molas li-
neares ao longo de toda a estaca enquanto a curva NAO-LINEAR re-
presenta o lQ autovetor calculado considerando molas lineares a 
partir da profundidade de 10 m. A figura e importante sob o as-
pecto de que se o primeiro modo de vibração da estrutura for mui 
to significativo em relação aos demais, a forma da deformada da 
estrutura provavelmente deverã estar si tu ada entre essas duas curvas . 
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A U T O VALORE s 
MODO PERIODO FREQ. CIRC. FREQUtNCIA ( s) (rad/s) (Hz) 
. 
1 2.739 2.294 0.365 
2 2.028 3.098 0.493 
3 l . 633 3.848 0.612 
4 0.821 7.650 1 . 21 8 
5 0.775 8. 107 1 . 290 
6 0.753 8.349 1 . 329 
7 0.722 8.700 1 . 385 
8 0.687 9. 146 1 . 456 
9 0.685 9.174 l. 460 
lo 0.666 9.430 1 . 5 O 1 
TABELA 4.6. 1 
AMPLITUDE DOS DESLOCAMENTOS HORIZONTAIS (m) 
z(m) NIJ LINEAR MEM MG ADEP 
1 26. O 92 0.446 0.490 0.486 0.474 
100.8 133 0.382 0.423 0.419 0.407 
75.6 l 77 0.300 0.338 0.334 0.324 
50.4 221 0.214 0.250 0.246 0.239 
25.2 2 73 O. 1 30 O. 166 O. 16 2 O. 15 8 
o.o 320 0.035 0.059 0.057 0.058 
- 1 . O 321 0.032 0.055 0.053 0.055 
- 2.0 329 0.029 0.055 0.049 0.051 
- 3.0 337 0.026 0.047 0.045 0.047 
- 4.0 345 0.023 0.043 0.041 0.043 
- 5.0 353 O. 021 0.040 0.038 0.040 

























05 LO U NORMALIZADO 
FIGURA 4.6.5 
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4. 7 - FLUXOGRAMA DO PROGRAMA FREMOD 
' INICIO 
LEITURA E IMPRESSÃO 
DE DADOS 
MONTAGEM DA MATRIZ 




CÁLCULO DE AUTOVALORES 
E AUTOVETORES 
' MEDIA PONDERADA MODAL 





ATUALIZAÇÃO DA MATRIZ 
C~LCULO DE DESLOCAMENTOS 
DE RIGIDEZ ' K' 
COM OPÇÃO DE CORREÇÃO 
- ESTÁTICA DOS MODOS SLPERIORES 
' 
-CÁLCULO DE RIGIDEZES 
I = I + 1 EQUIVALENTES K~q. • - 1 
- CALCULO DE FRAÇOES DE AMOR· 
TECIMENTO CRÍTICO LOCAL @ri· 
I É IGUAL A 1 
IK!lQ-_ K!lQ-1 ~ 
- 1 H >TOLERÂNCIA KEjlQ. 
1-1 
1, 
llldi - 1!.i-111 >TOLERÂNCIA - ll ldi-111 




V - CONCLUSÕES 
A descoberta de campos petrol1feros mar1timos te~ 
se processado em lâminas de ãgua cada vez mais profundas, exigi~ 
do grandes esforços de exploração. A bacia de Campos,que respo~ 
de hoje por aproximadamente 40 por cento da produção nacional de 
petr6leo é um importante resultado desse esforço. Nesse ponto, 
deve-se salientar também o desafio imposto ao engenheiro proje-
tista face aos complexos sistemas estruturais constitu1dos por 
plataformas mar1timas fixas para essas profundidades. A solução 
desse sistema somente sera poss1vel mediante o aux1lio do compu-
tador. Entretanto, apesar do elevado estãgio de desenvolvimento 
dos computadores, o esforço de solução ainda é considerãvel por 
três razões principais: o grande nümero de graus de liberdade, a 
necessidade de anâlise dinâmica e a nao linearidade envolvida na 
interação solo-estrutura. Somado a isso, ainda pode ser citado 
os diversos casos de carregamento e de alterações na geometria e 
nas propriedades dos elementos que ocorrem ou sao necessãrios du 
rante o ciclo de projeto. Em vista disso, e importante a dispo-
nibilidade de métodos eficazes pois o custo computacional pode 
se tornar significativo. 
Infelizmente, um método geral de solução pode nao 
ser suficientemente eficiente para a solução de um problema esp~ 
c1fico. Apesar de sua natureza aleat6ria, as cargas de onda po-
dem em muitos casos serem substitu1dos por um carregamento perif 
dico para fins de anãlise estrutural de plataformas' e nesse ca 
soo método da linearização equivalente, associado ao método da 
resposta em frequência, é uma técnica de solução aproximada que forne-
ce resultados bastante satisfat6ri.os, como fi.cou demonstrado no 
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capítulo anterior. 
No caso de sistemas levemente nao lineares como 
ocorre nas plataformas offshore, onde o comportamento não linear 
e localizado e restrito ã uma pequena camada do leito marinho, o 
metodo da linearização equivalente se torna particularmente ade-
quado. Entretanto, a resposta de um sistema dinãmico não linear 
depende fortemente das características do problema e portanto, 
devemos esperar um limitado sucesso deste metodo ã medida que de 
saparece o carâter localizado da não linearidade. 
o esforço de solução pelo metodo da linearização 
equivalente combinado com a técnica de superposição modal se con 
centra principalmente no cilculo dos primeiros autovalores e au-
tovetores em cada ciclo iterativo. Para diminuir esse esforço, 
deve-se utilizar como vetores de partida os autovetores do ciclo 
anterior e desse modo a convergencia no metodo do subespaço serâ 
acelerada. No primeiro ciclo, os autovetores de partida podem 
ser fornecidos ou calculados de acordo com a referencia 2 • Outro 
ponto a ser observado e que o primeiro passo no metodo de itera-
çao por subespaço consiste na resolução da equação (2.4. 11 ).Para 
a resolução desta, utilizando o metodo de Gauss, e necessârio efe 
tuarmos a decomposição da matriz de rigidez K 2 Apõs a primel 
ra decomposição que e total, pode se fazer com que nas seguintes 
a decomposição sõ seja realizada a partir do primeiro grau de 
liberdade que apresentar comportamento nao linear 21 • Pode-se no 
tar pelo fluxograma do programa, que a técnica de correção estâ-
tica dos modos superiores não introduz esforço adicional signifl 
cativo pois para a resolução de (2.5.17) a matriz de rigidez jâ se 
encontra decomposta devido ao processo de cilculo dos modos nor-
mais de vibração. 
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1: importante observar que o próprio mêtodo dos ele 
mentos finitos e a utilização da têcni ca da superposição modal em 
si representam aproximações para a solução das equações diferen-
ciais do movimento. No tipo de problema abordado pode se consi-
derar que tais aproximações são inevitãveis e refletem o atual 
estado da arte. Deve se mencionar tambêm que as cargas ambi en-
tai s e as propriedades fisicas da estrutura e do solo tambêm são 
conhecidas somente de maneira aproximada. Na anãlise a fadiga, 
pode ainda ser mencionada a incerteza na aplicação dos criterios 
de vida util em estruturas submetidas a cargas ambientais. En-
tão, o mêtodo de solução necessita providenciar resultados ape· 
nas com um comparãvel nivel de precisão. Dentro deste contexto, 
observa-se que as aproximações eventualmente introduzidas pelo 
mêtodo da linearização equivalente estão perfeitamente compati· 
veis com as demais aproximações e hipóteses simplificadoras nor· 
malmente adotadas no procedimento de cãlculo e conduzindo, por-
tanto, a resultados conftãveis para o projeto estrutural de pla· 
taformas maritimas fixas. 
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